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I. Résultats préliminaires 


l.l 


Puisque / est de classe C 2 sur l'ouvert U, alors, d'après le théorème de Schwarz on peut 
écrire, pour tout x G U, 


d 2 f 

dxidxj 


(x) 


d 2 f 

dxjdxi 


0*0 > 


donc H x est une matrice symétrique, et comme elle est réelle, alors H x est diagonalisable 
dans une base orthonormée de M n . 


1.2 


1.2.1 / est de classe C 2 sur l'ouvert U et admet un maximum en a, donc d'après la condi- 

Qf 

tion nécessaire des extremums df(a) = 0, donc — — (a) = 0 pour tout % = 1, 2, ..., n. 

OXi 

Par ailleurs, puisque U est un ouvert, alors il existe // > 0 tel que B (a, rj) C U, donc 
pour tout \ h\ < r), a + h G U et d'après la formule de Taylor- Young, on a : 


/(a + h) = /(a) + - ^2 hih 


l<2,j<n 


d 2 f 

] dxjdx. 


(a) + o 


2 ) — 2 QaW + ° 


1 . 2.2 


U 

1. 2.2.1 Soit h = 1 77 — iï , alors \t\ < r/, alors 

||u|| 

f (a + - f{a) = iJ-veôQaiu) + o{t 2 ) < 0, 

\ ÎX / Z U 

ainsi pour t voisin de 0, on a : 

t 2 Qa(u ) + o{t 2 ) < 0. 

1. 2.2.2 L'inégalité précédente s'écrit aussi pour tout t G] — rj, r/[\{0} : 

Q a {u) + e(t) < 0, 

où lime(t) = 0, donc quand t tend vers 0, on obtient Q„(u) < 0, donc Q a est 
négative. 

1.2.3 Comme Q a est négative, alors 

q2 j? 

= ( H a (ei)\ei ) = Q a (ei ) < 0 . 

Où (ei,e 2 , ...,e n ) désigne la base canonique de et (.|.) le produit scalaire cano- 
nique. 

En particulier 

71 x2 f 
i = 1 * 
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1.3 Applications aux fonctions harmoniques 

1.3.1 / est une fonction continue sur la partie compacte K, donc elle bornée et atteint ses 
bornes. 

1.3.2 Supposons que / atteint son maximum en un point a de l'intérieur de K, alors 
d'après ce qui précède ( question [1.2] ), A f(a) < 0, ce qui est absurde puisque 

A (/) >0. 

Donc / atteint son maximum sur la frontière de K, c'est-à-dire : 

sup /(x) = sup f(y). 

IMI<i II î/ll =i 


1.3.3 


1. 3.3.1 Pour tout x G K, f £ (x) = f(x) + e(x\ + x| + ... + x 2 ), donc f £ apparaît comme 
somme de deux fonctions de C 2 {U) n C{K), alors f e G C 2 (U) n C(K) et \/x G U, 

A f e (x) = A /(x) + 2 ne = 2 ne. 

1. 3.3.2 Soit a G K tel que / e (a) = sup f e {x) et comme A f e > 0, alors 

||cc||<l 

fe(a) = sup f e (x) = sup fs (y) =£+ sup f(y) 

II*II<1 Il2/ll =1 IMI =1 

Donc pour tout x G K, 

f(x) + e||x|| 2 < f e (a) =£+ sup f(y) 

lll/||=l 

et quand e tend vers 0, on obtient : 

f(x) < sup f(y). 

I|y||=i 


1. 3.3.3 On a A / = A (— /), donc si / est harmonique, alors — / est aussi harmonique et 
on aura dans ce cas 


-f(x) < sup (-/)(y) = - inf f{y). 

IMI=i H^ll =1 


ou encore 

inf f{y) < f{x). 

Ü2/||=l 

II. Construction d'une solution du problème 

2.1 Si x G [— 7r,0], alors — x G JO, 7r] et^donc ip(x) = —ip(—x) = —i/j(—x) ; si x G [m, 27 t], alors 
x — 27 r G [— 7T, 0] et donc i>(x) = i^(x — 27t) = — x) et enfin si x G [27r, 37 r], alors 

x — 27F G [0, 7r] et par conséquent 'ip(x) = ip(x — 2i r). 

La fonction ip est C 1 sur ] — 7 r, 0[U]0, ir[, et 

lim = lim ip'(t) = ip'( 0) 

t^o+ i— >o+ 

et 

lim ip'(t) = lim = ip'( 0). 

t— >o _ t—>o~ dt 

De même on montre que est continue en — n, ainsi Ç est C 1 sur M. 
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i r n ~ 2 r* ~ 2 /* 7r 

2.2 On a b p (if) = — ip(t) sm(pt)dt = — if(t) sin(vt)dt = — if(t) sïn.(pt)dt = 2 b p . 

77 J -TT _ 71 J 0 ^ JO 

Puisque if est impaire, a p (ip) = 0 pour tout p £ N. 

2.3 Puisque i/j est C 1 sur M, alors d'après le théorème de la convergence normale, la série 

\ b p ('w\) converge, donc la série ^ b p est absolument convergente. 

P > 1 p>l 

2.4 On a |-y p (x, t)| < |6 p |, donc la série ^ t' ?) est normalement convergente sur M x [0, +oo[. 

P> 1 

Par ailleurs, les application ( x , t ) i — > h p sin (px)e~ p t sont continues sur M x [0, +oo[, donc 

OO 

la fonction (M) i — > (x, t ) est continue sur M x [0, +oo[. 

p= i 

2.5 Soit p £ N*, la fonction v p est produit de fonctions de classe C°° sur M 2 , donc elle est de 
classe C°° sur M 2 et V(x, t ) G M 2 , 

d Vp — = —p 2 b p sin(px)e~ p ~ t + p 2 b p sin(px)e~ p2t = 0. 


2.6 On a pour tout (x, t) G M x [a, +oo[ et pour tout A: G N, \p k v p (x, t)| < b p p k e p2 “ et comme 
lim p k e~ p ~ a = 0, alors il existe po G N tel que pour tout p > po, on a p k e~ p2a < 1 et par 


p—>oc 

conséquent pour tout p > po, \p k v p (x. t) \ < \b p \, donc la série P ky p converge normale- 

P> 1 

ment sur R x [a, +oo[. 

On a p k -^-{x. t ) = p k+1 cos (px)e~ irt , donc le même raisonnement se fait pour montrer 

que la série ^ p k —rp~ est normalement convergente sur M x [a, +oo[. 
ox 

p> 1 


OO 

2.7 Soit a > 0 et t G [a, +oo[. Posons <p(x) = ^^v p (x,t). Montrons que possède en tout 

p = i 

OO 

point de M une dérivée et que Vx G M, <p'(x) = ^ pb p cos (px)e~ pt 

p= i 

- ip est bien définie sur M. 

- u p : x i — > v p (x, t ) est de classe C 1 sur M pour tout p > 1 et u' p {x) = pb p cos {px)e~ p t . 

- D'après la question [2.6], la série ^ v! p converge normalement sur M. 

P> 1 

Conclusion : De ces points, on en déduit par un théorème de cours que ip est de classe C 1 
sur M et que 

OO 

<p'( x ) = J2 u 'p( x )- 

p= 1 


Autrement dit, la fonction / possède en tout point de lx]0, +oo[ une dérivée partielle par 
rapport à x et que 


df 

dx 


OO 

(x,t) = y^p6 p cos(px)e~ p 1 
p= i 


Par ailleurs, les applications (x,t) i — > pb p cos(px)e ,rl sont continues sur Mx]0,+oo[, et 
comme la série ^^pb p cos(px)e~ p2t converge normalement sur tout M x [a, +oo[, pour 


a > 0, alors 


p> 1 

df 

— est continue sur lx]0, +oo[. 
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2.8 Posons ip(t) = ^2 v p (x, t). Montrons que p possède en tout point de ] 0, +oo[ une dérivée 

p= i 

OO 

et que Vf G]0,+oo[, <p'(t) = — y^ j p 2 b p sm(px)e~ pt2 

p = i 

- tp est bien définie sur ]0, +oo[. 

- u p : 1 1 — v p (x,t ) est déclassée 1 sur]0,+oo[pourtoutp > 1 et u' p {t) = —p 2 bpsin(px)e~ p ~ t . 

- La série u 'p converge normalement sur [a, +oo[ pour tout a > 0. 

p > i 

Donc p est de classe C 1 sur ]0, +oo[ et que 

OO 

p'(t) = j2u' P (t). 

p = i 

Autrement dit, la fonction / possède en tout point de lx]0, +oo[ une dérivée partielle par 
rapport à t et que 


dj_ 

dt 


(x, t) = — ^p 2 6 p sin(px’)e p2t . 


p= i 


D'autre part, les applications ( x,t ) i — > p 2 b p sm(px)e ,rl sont continues sur ix](). +oc[, 
et comme la série ^ p 2 b p sin (px)e~ ,rt converge normalement sur tout M x [a, +oo[, pour 


df 


P > 1 


a > 0, alors — est continue sur MxlO, +oo[. 
ot 

2.9 II suffit de montrer que les dérivées partielles d'ordre 2 existent et qu'elles sont continues 
sur lx]0, +oo[. D'après les questions [2.7] et [2.8] / est de classe C 1 sur Mx]0, +oo[, et on 

d 2 f d 2 f 

peut utiliser le même raisonnement pour montrer que les dérivées partielles -—y, —y, 
d 2 f d 2 f 

t-— et — — — — existent et qu'elles sont continues sur Mx]0, +oo[, et que 
oxot otox 

pji f °° 

0^2 (x,t) = - '^2 / p 2 sin(px)e~ p t 
p= i 

pour tout (x, t ) de lx]0, +oo[. 

Ainsi V(x, t ) G lx]0, +oo[, 

= -^P 2 sin (P x ) e ~ P t ~ (~^2 p 2 sin(px)e~ p2t ) = 0 

p= 1 p= 1 

OO 

2.10 D'après ce qui précède, / : (x,f) i — > E"» (. x , t) vérifie la condition (i) de (1). D'autre 

p= i 

part, pour tout t G [0, R], /(O, t ) = f(ir. t) = 0 ; donc la deuxième condition est aussi 

OO 

vérifie, enfin, pour tout x de [0, ir\, f(x, 0) = ^ b p sin(px) = <p(x) = ip(x). 

_ p = i 

En conclusion, la restriction de f à fl est solution du problème (1). 

III. Unicité de la solution 


3.1 Un résultat utile 

3.1.1 Par définition g' (b) = lim - et comme g(t) — g (b) < 0 pour tout t G]a, b], 


alors g' (b) > 0. 


t->b- t — b 
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3.1.2 II existe un intervalle ouvert I a =]xq — a, xo + a[c]a, b[ tel que Vx G I a , g(x) > g(x o), 
alors 


lim 9(I) ~ > o et 

X— >Xr. % ^0 


]im aW-iW < 0 




et comme g est dérivable en xq alors 


g'{x o) = g' d {x o) = g' g {x 0 ) = 0 

La formule de Taylor- Young à Tordre 2 s'écrit sous la forme : 

h 2 

g(x 0 + h) - s(x 0 ) = y c/'(x 0 ) + o(h 2 ). 

Comme dans la question [1.2] de la première partie, g"(x o) < 0. 
3.2 


3.2.1 / est une fonction continue sur ü r/ qui est un compact de M 2 ; donc / est bornée 
atteint ses bornes ; en particulier il existe (xq, to) G Tir tel que 


et 


F(x 0 ,t 0 ) = sup F(x, t). 

(x,t)EQr 


3.2.2 Si (xq, to) G Q r/ qui est ouvert et puisque F est C 1 sur Q r , alors d'après la condition 


\ — 7 — if 

nécessaire des extremums. 


dF DF 

~q^( x o,to) = ~^(x o,t 0 ) =0. 


La fonction x i — > F(x, to) est deux fois dérivable 

d 2 f 

y^(xo, to) < 0 ( la question [3.1.2] de cette partie ). 


en x'o, donc 


sur ] 0, 7r[ et admet un maximum 
». 

sur ]0, 7r[ et admet un 


3.2.3 La fonction g : x » — » F(x, r ) = F(x, to) est deux fois dérivable 

d 2 F 

maximum en xq, donc g" {x o) = yy(æo;fo) < 0. 

De même , la fonction t i — » F(xo,t) est deux fois dérivable sur ]0,r] et admet 
maximum en t o = r, donc 


un 


dF dF 

— ( Xo ,t 0 ) = —(x 0 ,r)>0. 


3.3 


d 2 f df d 2 f 

3.2.4 Si (x 0 ,t 0 ) G ü rr alors y^(x 0 ,fo) ~ yOo,fo) = y^Othto) < 0, mais ceci est ab- 
surde. 

d 2 f df 

Si (xo, to) G A r , alors — ^-(xo, to) — — (xoj to) < 0, et ceci aussi est absurde. 
dx z dt 

d 2 f df 

Donc la condition y-^ - — > 0 implique que (xq, to) G L r . 


3.3.1 Puisque pour tout p G N*, T rp C T_r, alors la suite (z p ) p > i d'éléments de Fr est bor- 
née, et d'après le théorème de Weirstrass, on peut extraire une sous-suite (z a ^) p > i 
qui converge dans T /,■ vers un élément z = ( x*,t *). 

D'autre part, on a pour toutp G N*, Tl rp C fi rp+1 , donc sup F(x. t) < sup F(x,t) 

(x,t)£fl p (x,t)6f2 p +i 

et par conséquent F(z p ) < F(z p+ \ ), donc (F(z p )) p > i est croissante, il est de même 
de la sous-suite (F(z a (p))) p > i. 

On a aussi F est continue sur T /,• et lim z a ( p ^ = z, donc F(z a ( p f)p> \ tend vers F(z). 
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3.3.2 Soit (x, t ) G [0, 7r] x [0, R[, alors il existe p G N* tel que (x, t ) G ^ a (p) et donc 

F(x,t)< sup F(x,t) = F(x a ( p) ,t a(p) ) 

(ï,t)Gïî a (p) 


et par conséquent F(x, t) < lim F(x a ^,t rJ ç p ^) = F(x*,t*) ; et comme F est continue 
sur ÇÏr, alors, 

F(x,R) = lim F(x,t ) < F(x*,t*). 

t — >R 

Donc l'inégalité précédente est vraie pour tout (x,t) G Cl r. 


3.4.1 II est clair que F p G C(Qr) H C 2 (Qr) et que V(x, t) G Or, 

d 2 F P/ . d 2 F, , &F. , 2 

() = t) -m ix ' t) + -p > °- 

3.4.2 D'après la question [3.3] de cette partie, pour chaque p G N*, il existe (x p , t p ) G ü p tel 
que 

F p (x p , t p ) = supy F p (x, t). 

(x,t)eiî R 

3.4.3 (x p , tp) p > i est une suite d'éléments d'une partie bornée, donc admet une sous-suite 
convergente {x a ^,t (T ^) p >i vers ( x*,t *) G T r, l'égalité précédente s'écrit enore sous 
la forme 


x 


F{x a(p) , t a(p) ) + ^ ^sup_^ F{x, t ) + a ( p y 

et quand p tend vers l'infini on obtient l'égalité : 

F(x*,t*)= sup F(x,t). 

(x,t)GCl R 


R 2 


3.5 D'après ce précède et par application du résultat de la question [3.4] à F et —F, il existe 
deux couples (x*, £j[) et (x| ,t%) de tels que : 


0 = F(x\, t*) = sup F(x,t). 

(x,t)£fl R 


0 = F(x 2 ,t 2 ) = sup (—F)(x,t) = — inf_ F(x,t). 

(. x,t)en R (x,t)en R 

Donc la fonction F est identiquement nulle sur Qr. 

3.6 D'après la deuxième partie, / est solution du problème (1), donc la fonction G = j\ — f 
vérifie l'équation 

d 2 F d F _ 

dx 2 dt 

sur fl r, et par la question [3.5], la fonction G est nulle sur Qr, donc f\ = f. D'où l'unicité 
de la solution du problème (1). 
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